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■1群（信号・システム）-- 5編（信号理論）

6章 カルマンフィルタ

（執筆者：西山　清）［2009年 3 月受領］

■概要■

カルマンフィルタは１９６０年に R.E. Kalman∗によって線形フィルタリングと予測問題
への新しいアプローチとして発表されて以来，様々な拡張が行われて来た．その代表が非線

形システムへの拡張である．１９７０年頃から状態の非線形関数の推定値近傍での線形近似

に基づく拡張カルマンフィルタが広く用いられているが，最近になって非線形変換を受けた

確率変数の統計量を近似する方法を用いたアンセンテッドカルマンフィルタや期待値計算に

モンテカルロ法を用いたパーティクルフィルタが注目を集めている．また，外乱 (初期状態，

システム雑音，観測雑音) やモデル誤差に対するロバスト性の向上を目指した H∞ フィルタ
も考案されている．

【本章の構成】

本章では，6-1節で線形状態空間モデルにおける状態の推定と予測の一般式を求めた後，そ

の結果を用いてカルマンフィルタを導出する．6-2節ではカルマンフィルタの非線形システ

ムへの拡張として，拡張カルマンフィルタ，アンセンテッドカルマンフィルタ，パーティク

ルフィルタについて順次説明する．最後に，6-3節で H∞ フィルタについて述べる．

∗ RudolfEmil Kalmanは１９３０年にハンガリーのブタペストで生まれ，１９５７年コロンビア大学より
博士号を授与された後，IBM 研究所，スタンフォード大学を経て，１９７１年にフロリダ大学教授，１９
７３年からはスイス連邦工科大学教授．IEEE Medal of Honor(1974)，第１回京都賞 (1985)など受賞多数．
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■1群 -- 5編 -- 6章

6--1 カルマンフィルタ
（執筆者：西山　清）［2009年 3 月受領］

Kalmanは任意の相関性をもつ有色信号が白色雑音を入力とする線形動的システムの出力

として表現できることに着目し，信号の生成過程まで立ち入ってモデル化した．これによっ

て，ウィナーフィルタの制約条件である定常性と無限時間観測の仮定を取り除いた画期的な

最適フィルタ (フィルタリング理論)を導くことに成功した 1)．これはウィナーフィルタでは

出来なかった非定常な時系列のフィルタリングを可能とし，後にカルマンフィルタ (Kalman

filter) ∗ と呼ばれるようになる．このカルマンフィルタは，信号の生成過程のモデル化の際に
導入された状態変数の最適な推定値 (最小分散推定値)を観測信号を用いて逐次求めるアルゴ

リズムとして導かれている．すなわち，時刻 tk までの観測信号 y0, · · · , yk と信号生成に関わ

る線形動的システムを用いて，ある時刻 tk′ のシステムの状態 xk′ の最小分散推定量 x̂k′ |k を
カルマンフィルタは求めている．このように信号の生成過程までモデル化した点が同じよう

に統計的処理を行なうウィナーフィルタや適応フィルタと大きく異なる点である．特に，状

態変数と云った概念を導入したことが後のカルマンフィルタの発展に大きく寄与することに

なる．実際，カルマンフィルタは，航空 ·宇宙工学，制御工学，通信工学を初め，情報工学，
土木工学，医学，社会 · 経済学など様々な分野に現在まで幅広く応用されている 3)−10)．ま

た，カルマンフィルタによる推定問題は時刻 tk を現在と考えれば，推定すべき状態 xk′ と観

測 Yk = [y0, · · · , yk] の時間的関係から，１)未来の状態 xk′ (k′ > k) の推定値 x̂k′ |k を求める
予測 (prediction)問題，２) 現在の状態 xk (k′ = k) の推定値 x̂k|k を求める濾波 (filtering)問

題，３)過去の状態 xk′ (k′ < k)の推定値 x̂k′ |k を求める平滑 (smoothing)問題の三つに分類で

きる．本章ではフィルタリング問題を中心に述べるが，カルマンフィルタによる予測や平滑

も比較的容易に導かれる 8)．

まず，最初にカルマンフィルタリング問題を定義し，その解を求めるカルマンフィルタの

導出の基礎となる状態空間モデルと状態の条件付き確率密度関数について述べる．次に，こ

れらの結果を用いて最も簡便と思われる方法によってカルマンフィルタを導くことにする．

（1）カルマンフィルタリング問題とその解

カルマンフィルタを導出する前に改めて問題設定を明確にしておくことにする．

[カルマンフィルタリング問題]

次の離散時間の線形状態空間モデル

xk+1 = Fkxk + Gkwk (状態方程式) (6・1)

yk = Hkxk + vk, k ≥ 0 (観測方程式) (6・2)

において，初期状態 x0,システム雑音 (プロセス雑音){wk},観測雑音 {vk}が

E{wk} = 0, E{vk} = 0, E{x0} = x̄0, E{[x0 − x̄0][ x0 − x̄0]T } = Σx0

∗ Kalmanは離散時間カルマンフィルタ 1)を導出した後，Bucyと共に連続時間カルマンフィルタ 2)を導出
している．
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を満たし，かつガウス性であると仮定する．ただし，{Fk}, {Gk}, {Hk}, x̄0, Σx0 , {Σwk}, {Σvk}は
事前に既知とする．また，E{·}は期待値, ·T は転置，δkk′ はクロネッカのデルタをそれぞれ表

し, Σvk > 0は行列 Σvk が正定であることを示す．

このとき，平均２乗誤差 E{‖xk − x̂k|k‖2|Yk}を最小とする xk の最小分散推定値∗

x̂k|k = E{xk|Yk} =

∫
xkp(xk|Yk)dxk (6・4)

を求める問題を考える．この問題をカルマンフィルタリング問題 (Kalman filtering problem)

といい，その解を求めるアルゴリズムをカルマンフィルタ (Kalman filter: KF)と呼ぶ．

カルマンフィルタの導出には次に示す状態の推定と予測が必要となる．

（2）状態の推定と予測の一般式

（a）状態の推定

状態の推定は Yk が与えられたときの xk の条件付き確率密度関数を用いる．この条件付き

確率密度関数は状態空間モデルを考慮すれば次のように整理できる．

p(xk|Yk) = p(xk|yk,Yk−1) =
p(xk, yk,Yk−1)

p(yk,Yk−1)

=
p(xk, yk,Yk−1)

p(xk,Yk−1)
· p(xk,Yk−1)

p(yk,Yk−1)
= p(yk|xk,Yk−1) · p(xk,Yk−1)

p(yk,Yk−1)

= p(yk|xk) · p(xk,Yk−1)/p(Yk−1)
p(yk,Yk−1)/p(Yk−1)

=
p(yk|xk)p(xk|Yk−1)

p(yk|Yk−1)
(6・5)

ここで，{xk}のマルコフ性，xkと {vi}k−1
i=0 の独立性および {vk}の白色性より得られる p(yk|xk,Yk−1) =

p(yk|xk)の関係を用いた．

（b）状態の予測

状態の予測は Yk が与えられたときの xk+1 の条件付き確率密度関数を用いる．この条件付

き確率密度関数は次のように整理できる．

∗ 最小分散推定値 x̂k|k は Yk が与えられたときの xk の条件付き期待値 E{xk|Yk} と一致する 4),8) ,9)．また，∫
ξkpxk |Yk (ξk|Yk)dξk を

∫
xkp(xk|Yk)dxk と略記した．
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p(xk+1|Yk) =
p(xk+1,Yk)

p(Yk)
=

∫
p(xk+1, xk,Yk)dxk

p(Yk)

=

∫
p(xk+1, xk,Yk)

p(xk,Yk)
· p(xk,Yk)

p(Yk)
dxk

=

∫
p(xk+1|xk,Yk)p(xk|Yk)dxk

=

∫
p(xk+1|xk)p(xk|Yk)dxk (6・6)

ここで，vkと Fkxk +Gkwkの独立性より得られる p(xk+1|xk,Yk) = p(xk+1|xk)の関係を用いた．

（3）ガウス性を考慮した状態の推定と予測

ガウス性の仮定は式 (6・5)と式 (6・6)の計算を容易にするだけでなく，式 (6・4)の最小分

散推定値をガウス分布の表現から直接求めることを可能とする．

（a）状態の推定

x0,wk および vk のガウス性から

p(yk|xk) ∝ exp{−1
2

(yk − Hkxk)
TΣ−1

vk
(yk − Hkxk)}

p(xk|Yk−1) ∝ exp{−1
2

(xk − x̂k|k−1)T Σ̂−1
k|k−1(xk − x̂k|k−1)}

となる．ただし，x̂k|k−1 = E{xk|Yk−1}, Σ̂k|k−1 = E{(xk − x̂k|k−1)(xk − x̂k|k−1)T |Yk−1} であり，
x̂0|−1 = x̄0, Σ̂0|−1 = Σx0 とする．これより，式 (6・5)の分子 p(yk|xk) p(xk|Yk−1)の指数部は以

下のように整理できる．

(xk − x̂k|k−1)T Σ̂−1
k|k−1(xk − x̂k|k−1) + (yk − Hkxk)

TΣ−1
vk

(yk − Hkxk)

= (xk − x̂k|k−1)T Σ̂−1
k|k−1(xk − x̂k|k−1)

+[(yk − ŷk|k−1) − Hk(xk − x̂k|k−1)]TΣ−1
vk

[(yk − ŷk|k−1) − Hk(xk − x̂k|k−1)]

= (xk − x̂k|k−1)T (Σ̂−1
k|k−1 + HT

k Σ−1
vk

Hk)(xk − x̂k|k−1)

+(yk − ŷk|k−1)Σ−1
vk

(yk − ŷk|k−1)

−(xk − x̂k|k−1)T HT
k Σ−1

vk
(yk − ŷk|k−1) − (yk − ŷk|k−1)TΣ−1

vk
Hk(xk − x̂k|k−1)

= [(xk − x̂k|k−1) − Σ̂k|kHT
k Σ−1

vk
(yk − ŷk|k−1)]

T
Σ̂−1

k|k

[(xk − x̂k|k−1) − Σ̂k|kHT
k Σ−1

vk
(yk − ŷk|k−1)]

+(yk − ŷk|k−1)T (Σ−1
vk
− Σ−1

vk
HkΣ̂k|kHT

k Σ−1
vk

)(yk − ŷk|k−1)

= (xk − x̂k|k)T Σ̂−1
k|k(xk − x̂k|k) + (yk − ŷk|k−1)T (Σvk + HkΣ̂k|k−1HT

k )
−1

(yk − ŷk|k−1)

ただし，

x̂k|k = x̂k|k−1 + Σ̂k|kHT
k Σ−1

vk
(yk − ŷk|k−1), ŷk|k−1 = Hk x̂k|k−1

= x̂k|k−1 + Σ̂k|k−1HT
k (Σvk + HkΣ̂k|k−1HT

k )
−1

(yk − ŷk|k−1) (6・7)

Σ̂k|k = (Σ̂−1
k|k−1 + HkΣ

−1
v HT

k )
−1

= Σ̂k|k−1 − Σ̂k|k−1HT
k (HkΣ̂k|k−1HT

k + Σvk)
−1

HkΣ̂k|k−1 (6・8)
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一方，式 (6・5)の分母は

p(yk|Yk−1) ∝ exp{−1
2

(yk − ŷk|k−1)T (Σvk + HkΣ̂k|k−1HT
k )
−1

(yk − ŷk|k−1)}

となる．

以上より，Yk が与えられたときの xk の条件付き確率密度関数は次のように整理できる．

p(xk|Yk) =
p(yk|xk)p(xk|Yk−1)

p(yk|Yk−1)

∝ exp{−1
2

(xk − x̂k|k)T Σ̂−1
k|k(xk − x̂k|k)} (6・9)

これより，上式の指数部から x̂k|k, Σ̂k|k が xk の最小分散推定値とその共分散行列であること

がわかる (確率密度関数の正規化項は xk の最小分散推定値を求めるためには重要でない)．

（b）状態の予測

xk，wk および vk が互いに独立であることに注意して状態方程式の両辺に期待値 E{·|Yk}を
とれば

x̂k+1|k = Fk x̂k|k (6・10)

となり，その共分散行列は次式となる．

Σ̂k+1|k = FkΣ̂k|kFT
k + GkΣwkG

T
k (6・11)

さらにガウス性を考慮すれば，式 (6・10)と式 (6・11)より Yk が与えられたときの xk+1の条

件付き確率密度関数が直ちに得られる．

p(xk+1|Yk) ∝ exp{−1
2

(xk+1 − x̂k+1|k)T Σ̂−1
k+1|k(xk+1 − x̂k+1|k)} (6・12)

（4）カルマンフィルタの導出

ガウス性を考慮した状態の推定 (式 (6・7),式 (6・8))と予測 (式 (6・10),式 (6・11))を繰り返

し用いることによって良く知られたカルマンフィルタのアルゴリズムが得られる．

[カルマンフィルタ]

x̂k|k = x̂k|k−1 + Kk(yk − Hk x̂k|k−1)

x̂k+1|k = Fk x̂k|k (フィルタ方程式) (6・13)

Kk = Σ̂k|k−1Hk
T (HkΣ̂k|k−1Hk

T + Σvk)
−1 (カルマンゲイン) (6・14)

Σ̂k|k = Σ̂k|k−1 − KkHkΣ̂k|k−1

Σ̂k+1|k = FkΣ̂k|kFk
T + GkΣwkGk

T (誤差の共分散行列方程式) (6・15)

ただし，初期値は
x̂0|−1 = x̄0, Σ̂0|−1 = Σx0 (初期値) (6・16)

と設定する．このとき，Σ̂k|k は y0, · · · , yk と無関係なので無条件の共分散行列と一致し，

E{‖xk − x̂k|k‖2} = tr{Σ̂k|k} の関係式が成り立つことに注意されたい．ただし，tr{·} は行列のト
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レースを表す．

以上より，x0,{wk},{vk}の平均ベクトル x̄0 (通常 w̄k = v̄k = 0)と共分散行列Σx0 ,Σw0 , · · · ,Σwk ,

Σv0 , · · · ,Σvk，および観測値 y0, · · · , ykが与えられれば，カルマンフィルタによって平均２乗誤差

を最小とする状態の最小分散推定値 x̂0|0, · · · , x̂k|kとその誤差の共分散行列 Σ̂0|0, · · · , Σ̂k|kを逐次
求めることができる∗．これは時々刻々と変化する xkの条件付き確率密度関数N(xk; x̂k|k, Σ̂k|k)
を求めていることになる．ただし，N(·)はガウス分布を表す．

また，制御の分野などでは外部入力 uk として制御入力が加わる状態空間モデルが必要と

なる．

xk+1 = Fkxk + Dkuk + Gkwk (状態方程式) (6・17)

yk = Hkxk + vk (観測方程式) (6・18)

このときのカルマンフィルタを次式に示す 8),9)．

[外部入力をもつカルマンフィルタ]

x̂k|k = x̂k|k−1 + Kk(yk − Hk x̂k|k−1)

x̂k+1|k = Fk x̂k|k + Dkuk (フィルタ方程式) (6・19)

Kk = Σ̂k|k−1Hk
T (HkΣ̂k|k−1Hk

T + Σvk)
−1 (カルマンゲイン) (6・20)

Σ̂k|k = Σ̂k|k−1 − KkHkΣ̂k|k−1

Σ̂k+1|k = FkΣ̂k|kFk
T + GkΣwkGk

T (誤差の共分散行列方程式) (6・21)

ただし，

x̂0|−1 = x̄0, Σ̂0|−1 = Σx0 (初期値) (6・22)

∗ ガウス性が成り立たない場合でもカルマンフィルタは線形フィルタの中で最適になる 9)．
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■1群 -- 5編 -- 6章

6--2 カルマンフィルタの拡張
（執筆者：西山　清）［2009年 3 月受領］

本節では,カルマンフィルタを非線形状態空間モデルで表されるシステムの状態推定にも適

用できるように拡張する．

（1）拡張カルマンフィルタ

現実の問題ではシステムが線形であるより，非線形である場合の方が多い∗．このような非
線形システムに対してもカルマンフィルタを適用したいが，そのままでは利用できない．し

かし，工夫することにより，次の非線形状態空間モデル

xk+1 = fk(xk) + gk(xk)wk (6・23)

yk = hk(xk) + vk, k ≥ 0 (6・24)

に対しても近似的にカルマンフィルタを適用することができる．ただし，fk( · ), gk( · ), hk( · )
はベクトル値非線形関数であり，x0, {wk}, {vk}は式 (6・3)を満たすものとする．

まず，xk の推定値 x̂k|k, x̂k|k−1 を既知とし，その推定値の近傍で fk(xk), hk(xk)をそれぞれ

次のようにテイラー展開 (Taylar expansion)する．

fk(xk) = fk(x̂k|k) + Fk[xk − x̂k|k] + · · · (6・25)

hk(xk) = hk(x̂k|k−1) + Hk[xk − x̂k|k−1] + · · · (6・26)

ただし，

Fk =
∂ fk(ξk)

∂ξT
k

∣∣∣∣∣
ξk=x̂k|k

, Hk =
∂hk(ξk)

∂ξT
k

∣∣∣∣∣
ξk=x̂k|k−1

(6・27)

ここで，ξk はベクトルであり，ベクトルによる微分に関しては文献 9)などを参照されたい．

次に，Gk = gk(x̂k|k)と改めて定義し，テイラー展開の１次の項までを採用して，式 (6・23)

と式 (6・24)に代入すればそれぞれ次式を得る．

xk+1 = fk(x̂k|k) + Fk[xk − x̂k|k] + Gkwk (6・28)

yk = hk(x̂k|k−1) + Hk[xk − x̂k|k−1] + vk (6・29)

さらに，上式を整理すると次の線形状態空間モデルが得られる．

xk+1 = Fkxk + uk + Gkwk (6・30)

mk = Hkxk + vk (6・31)

ただし，
uk = fk(x̂k|k) − Fk x̂k|k

mk = yk − hk(x̂k|k−1) + Hk x̂k|k−1 (6・32)

∗ 関数 f (·) が任意の定数 a,bに対して， f (ax + by) = a f (x) + b f (y)を満たすとき， f (·) は線形関数とい
い，それを満たさないとき非線形関数という．
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これは外部入力を受ける状態空間モデル (Dk = I , uk = fk(x̂k|k) − Fk x̂k|k)であるから，これに
式 (6・19)～式 (6・22)のカルマンフィルタを適用し整理すれば，式 (6・23)と式 (6・24)の非線

形状態空間モデルに対するカルマンフィルタが次のように得られる 4) ,8),9)．

[拡張カルマンフィルタ]

x̂k|k = x̂k|k−1 + Kk(yk − hk(x̂k|k−1))

x̂k+1|k = fk(x̂k|k) (フィルタ方程式) (6・33)

Kk = Σ̂k|k−1Hk
T (HkΣ̂k|k−1Hk

T + Σvk)
−1 (カルマンゲイン) (6・34)

Σ̂k|k = Σ̂k|k−1 − KkHkΣ̂k|k−1

Σ̂k+1|k = FkΣ̂k|kFk
T + GkΣwkGk

T (誤差の共分散行列方程式) (6・35)

ただし，

x̂0|−1 = x̄0, Σ̂0|−1 = Σx0 (初期値) (6・36)

これを拡張カルマンフィルタ (extended Kalman filter: EKF)といい，式 (6・23)と式 (6・24)

で表される非線形システムに対する準最適フィルタとなるが，非常に強力な推定アルゴリズ

ムである．ここで，拡張カルマンフィルタはカルマンフィルタのアルゴリズムと一見似てい

るが Fk,Gk,Hk は x̂k|k, x̂k|k−1の関数であるため，通常のカルマンフィルタのように Σ̂k|k およ
び Kk をオフラインで計算することはできない．また，拡張カルマンフィルタはシステムの

局所的な線形化を行っているので，初期値 x̂0|−1 の与え方がフィルタの収束性に大きく影響

を与える．最悪の場合，フィルタは発散するので，状態の初期値の設定には十分な注意が必

要である．

（2）アンセンテッドカルマンフィルタ

アンセンテッドカルマンフィルタ (unsented Kalman filter: UKF)は，関数の線形近似を用

いる代わりに，非線形変換を受けた確率変数の統計量を近似的に求める手法 (アンセンテッ

ド変換 (unscented transformation : UT))を用いることによって推定精度の向上を図ってい

る 5),6),10)．このカルマンフィルタは次の非線形状態空間モデルで表されるシステムに適用で

きる∗．

xk+1 = fk(xk,wk) (6・37)

yk = hk(xk, vk) (6・38)

ここで，xk ∈ RNx はシステムの状態を表し，yk ∈ RNy は観測値，wk ∈ RNw，vk ∈ RNv はシス

テム雑音と観測雑音であり，それぞれ式 (6・3)を満たし，確率分布は平均値を中心に対称で

あることが望ましい 10)．また，写像 f : RNx × RNw 7→ RNx と h : RNx × RNv 7→ RNy は状態の

∗ 次のような加法的雑音をもつモデルに限定するとアンセンテッドカルマンフィルタは簡略化できる 6),10)．

xk+1 = fk(xk) + g(xk)wk, yk = hk(xk) + vk
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動的モデルと観測モデルを表す．

アンセンテッドカルマンフィルタは拡張カルマンフィルタと比べて非線形変換を受けた状

態の平均ベクトルや共分散行列をより正確に求められるので，システムの非線形が強い場合

に有効になる．

アンセンテッド変換は次のように拡大された状態ベクトルの平均ベクトルと共分散行列を

シグマポイントと呼ばれる平均値回りの代表点を用いて近似的に計算する．

xa
k = [xT

k wT
k vT

k ]T (6・39)

ここでは表記を簡単にするため，上記の状態ベクトルのシグマポイントを 2Na + 1個並べた

Na× (2Na +1)のシグマ行列Xa
k = [(Xx)T (Xw)T (Xv)T ]T を用いる．ただし，Na = Nx +Nw +Nv

であり，Nx, Nw, Nv は状態，システム雑音，観測雑音の次元をそれぞれ表す．

以下にアンセンテッドカルマンフィルタの計算手順を示す．

[アンセンテッドカルマンフィルタ]

1. 初期化:

x̄a
0 = E{xa

0} = [ x̄T
0 0T 0T ]T

Σ̄a
0 = E{(xa

0 − x̄a
0)(xa

0 − x̄a
0)T } =



Σx0 0 0

0 Σw 0

0 0 Σv



ここで，wk, vk は定常と仮定し,式 (6・3)の条件を満たすものとする.

2. Fork = 1,2, . . .

(a) シグマポイントの計算:

Xa
k−1 = [ x̄a

k−1,

{x̄a
k−1 −

(√
(Na + λ)Σ̄a

k−1

)
i
}Na

i=1,

{x̄a
k−1 +

(√
(Na + λ)Σ̄a

k−1

)
i
}Na

i=1]

ただし，k > 1に対して

x̄a
k−1 = [ x̂T

k−1|k−1 0T 0T ]T , Σ̄a
k−1 = diag{Σ̂k−1|k−1, Σw, Σv}

とし，
(√

(Na + λ)Σ̄a
k−1

)
i
は Na × Na 行列

√
(Na + λ)Σ̄a

k−1 の第 i 列ベクトルを表

し，diag{·}は対角ブロック行列を表す．また，λは正のパラメータである．
(b) 時間更新 (予測):
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Xx
i,k|k−1 = fk−1(Xx

i,k−1,Xw
i,k−1), i = 0,1,2, · · · ,2Na

x̄k|k−1 =

2Na∑

i=0

W(m)
i Xx

i,k|k−1

Σ̄k|k−1 =

2Na∑

i=0

W(c)
i [Xx

i,k|k−1 − x̄k|k−1][Xx
i,k|k−1 − x̄k|k−1]T

Yi,k|k−1 = hk(Xx
i,k|k−1,Xv

i,k−1), i = 0,1,2, · · · ,2Na

ȳk|k−1 =

2Na∑

i=0

W(m)
i Yi,k|k−1

ただし，Xx
i,k|k−1, Yi,k|k−1 は Xx

k|k−1, Yk|k−1 の第 i + 1列ベクトルをそれそれ表す．

また, W(m)
i ,W(c)

i は重みであり，次のように設定される．

W(m)
0 = λ/(Na + λ), W(c)

0 = λ/(Na + λ) + (1− α2 + β)

W(m)
i = W(c)

i = 1/{2(Na + λ)}, i = 1, . . . ,2Na

ここで, α, βは正のパラメータである．

(c) 観測更新 (推定) ∗:

Σ̄yk =

2Na∑

i=0

W(c)
i [Y i,k|k−1 − ȳk|k−1][Y i,k|k−1 − ȳk|k−1]T

Σ̄xkyk =

2Na∑

i=0

W(c)
i [Xx

i,k|k−1 − x̄k|k−1][Y i,k|k−1 − ȳk|k−1]T

Kk = Σ̄xkykΣ̄
−1
yk

x̂k|k = x̄k|k−1 + Kk(yk − ȳk|k−1)

Σ̂k|k = Σ̄k|k−1 − KkΣ̄yk KT
k

アンセンテッドカルマンフィルタはシグマポイントを求める際に平方根行列の計算が必要

となる．この計算にはコレスキー法などが知られている．MATLAB では chol( )が用意され

ているので直ちに計算できる．

∗ Σ̂k|k−1HT
k (Σvk + HkΣ̂k|k−1HT

k )
−1

= E{(xk − x̂k|k−1)(yk − ŷk|k−1)T |Yk−1}E{(yk − ŷk|k−1)(yk − ŷk|k−1)T |Yk−1}−1,

Σ̂k|k−1HT
k (HkΣ̂k|k−1HT

k + Σvk )
−1

HkΣ̂k|k−1 = Kk(HkΣ̂k|k−1HT
k +Σvk )K

T
k = KkE{(yk−ŷk|k−1)(yk−ŷk|k−1)T |Yk−1}KT

k

に注意されたい．
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（3）パーティクルフィルタ

条件付き期待値 E{xk|Yk} =
∫

xkp(xk|Yk)dxk における積分を p(xk|Yk) に類似した既知の分

布から取り出されたサンプルの加重平均で近似できれば状態の最小分散推定値は容易に求め

られる．このアイデアに基づいたフィルタがパーティクルフィルタ (particle filter: PF)であ

り，非ガウスかつ非線形システムの推定に適している 5),6) ∗．パーティクルフィルタは次の非
ガウスかつ非線形状態空間モデルで表されるシステムに適用できる．

xk+1 = fk(xk,wk) (6・40)

yk = hk(xk, vk) (6・41)

ここで，システムの状態 xk，観測値 yk，システム雑音 wk，観測雑音 vk は式 (6・3)を満たし，

確率分布は任意でよい．また，写像 f : RNx × RNw 7→ RNx と h : RNx × RNv 7→ RNy は状態の

動的モデルと観測モデルを表す．

パーティクルフィルタは，Yk = [y1, · · · , yk] が与えられたときの状態 xk の事後確率密度関

数 p(xk|Yk)をある既知の分布 qに従ってランダムに取り出されたサンプル x(i)
k (パーティクル)

によって表し，これに基づいて状態の推定値 E{xk|Yk}を求めている．まず，Xk = [x0, · · · , xk]

の条件付き期待値 E{Xk|Yk}を次のように整理する．

E{Xk|Yk} =

∫
Xkp(Xk|Yk)dXk

=

∫
Xk

p(Xk|Yk)
q(Xk|Yk)

q(Xk|Yk)dXk

=

∫
Xk

p(Yk|Xk)p(Xk)
p(Yk)q(Xk|Yk)

q(Xk|Yk)dXk

=

∫
WkXkq(Xk|Yk)dXk

p(Yk)
(6・42)

ただし，

Wk =
p(Yk|Xk)p(Xk)

q(Xk|Yk)
(6・43)

は重要度重み (importance weight)と呼ばれ，q(Xk|Yk) は提案分布 (proposal distribution)と

呼ばれる．このとき，

p(Yk) =

∫
p(Yk|Xk)p(Xk)

q(Xk|Yk)
q(Xk|Yk)dXk

= Eq{Wk|Yk}

≈ 1
Ns

Ns∑

i=1

W(i)
k , W(i)

k =
p(Yk|X(i)

k )p(X(i)
k )

q(X(i)
k |Yk)

, X(i)
k ∼ q(Xk|Yk) (6・44)

に注意すれば，式 (6・42)は次のように表すことができる†．
∗ パーティクルフィルタは一般に状態のダイナミックスが確定的な場合 (wk = 0) には適さない．
† これは数値積分のモンテカルロ (Monte Carlo: MC)法に対応する．MC法は g(x) = f (x)π(x)と分解する
確率密度関数 π(x) に従って取り出されたサンプル x(i) ∼ π(x) を用いて積分を

∫
g(x)dx ≈ 1

Ns

∑Ns

i=1 f (x(i))

のように求める．
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E{Xk|Yk} =
Eq{WkXk|Yk}
Eq{Wk|Yk} ≈

1
Ns

∑Ns

i=1 W(i)
k X(i)

k

1
Ns

∑Ns

j=1 W( j)
k

(6・45)

この最後の式は条件付き確率密度関数が

p(Xk|Yk) ≈
Ns∑

i=1

W(i)
k δ(Xk − X(i)

k ) (6・46)

であることを意味する．ここで，Nsはパーティクルの数であり，δ(·)はディラックのデルタ
関数を表す．また，W(i)

k は正規化された重要度重みであり，次式で与えられる．

W(i)
k =

W(i)
k∑Ns

j=1 W( j)
k

(6・47)

ただし，

W(i)
k =

p(Yk|X(i)
k )p(X(i)

k )

q(X(i)
k |Yk)

=
p(Yk)p(X(i)

k |Yk)

q(X(i)
k |Yk)

(6・48)

ここで，各パーティクル X(i)
k は提案分布 q(Xk|Yk)に従ってランダムにサンプリングされる．

ゆえに，提案分布の選択はパーティクルフィルタの設計において最も重要な要素の一つである．

もし，提案分布が

q(Xk|Yk) = q(xk|Xk−1,Yk)q(Xk−1|Yk−1) (6・49)

のように分解できれば，X(i)
k−1 ∼ q(Xk−1|Yk−1)に新しい状態∗

x(i)
k ∼ q(xk|X(i)

k−1,Yk)

を付け加えることによって X(i)
k = [X(i)

k−1, x
(i)
k ] ∼ q(Xk|Yk)が得られる．

一方，式 (6・40)と式 (6・41)を用いれば，p(Xk|Yk)は最終的に p(Xk−1|Yk−1), p(yk|xk)およ

び p(xk|xk−1)を用いて次のように表すことができる．

p(Xk|Yk) =
p(yk|Xk,Yk−1)p(Xk|Yk−1)

p(yk|Yk−1)

=
p(yk|Xk,Yk−1)p(xk|Xk−1,Yk−1)

p(yk|Yk−1)
p(Xk−1|Yk−1)

=
p(yk|xk)p(xk|xk−1)

p(yk|Yk−1)
p(Xk−1|Yk−1) (6・50)

これと式 (6・49)を式 (6・48)の最終式に代入すれば，重要度重みを求める再帰式が得られる．

∗ x(i)
k ∼ q(xk|X(i)

k−1,Yk) は x(i)
k が確率密度関数 q(xk|X(i)

k−1,Yk)に従って取り出されたサンプルであることを
意味する．
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W(i)
k =

p(Yk)
p(yk|Yk−1)

p(yk|x(i)
k )p(x(i)

k |x(i)
k−1)p(X(i)

k−1|Yk−1)

q(x(i)
k |X(i)

k−1,Yk)q(X(i)
k−1|Yk−1)

= W(i)
k−1

p(yk|x(i)
k )p(x(i)

k |x(i)
k−1)

q(x(i)
k |X(i)

k−1,Yk)
(6・51)

さらに，q(xk|X(i)
k−1,Yk) = q(xk|x(i)

k−1, yk)と仮定すれば最終的に次式を得る。

W(i)
k = W(i)

k−1

p(yk|x(i)
k )p(x(i)

k |x(i)
k−1)

q(x(i)
k |x(i)

k−1, yk)
, x(i)

k ∼ q(xk|x(i)
k−1, yk) (6・52)

通常，提案分布は，１) q(xk|x(i)
k−1, yk) = p(xk|x(i)

k−1) (マルコフ連鎖) と仮定するか∗，２)

q(xk|x(i)
k−1, yk) = N(xk; x̄k, Σ̄k) と仮定して拡張カルマンフィルタ (EKF)やアンセンテッドカ

ルマンフィルタ (UKF)によって逐次更新される．ただし，N(xk; x̄k, Σ̄k)は平均ベクトル x̄k，

共分散行列 Σ̄k のガウス分布を表す．

以上より，式 (6・46)を利用して xk の事後確率密度関数 p(xk|Yk)を

p(xk|Yk) ≈
Ns∑

i=1

W(i)
k δ(xk − x(i)

k ), x(i)
k ∼ q(xk|x(i)

k−1, yk) (6・53)

のように近似すれば，状態 xk の推定値 x̂k|k は式 (6・52)で求めた重要度重みとデルタ関数の

性質 (
∫

g(x)δ(x − x(i))dx = g(x(i)))から直ちに得られる．

x̂k|k = E{xk|Yk} =

∫
xkp(xk|Yk)dxk ≈

Ns∑

i=1

W(i)
k x(i)

k (6・54)

さらに，特定の一つのパーティクルに重みが集中する退化現象を避けるため，P{x(i)
k = x( j)

k } =

W( j)
k となるようにリサンプリングし

†，新しいパーティクル {x(i)
k }を生成する方法が用いられ

る．すなわち，パーティクル x( j)
k は自分と同じ統計的性質をもつ約 Ns ·W( j)

k 個の子パーティ

クル {x(i)
k }をもつ．このとき，子パーティクルの重要度重みはW(i)

k−1 = 1/Nsとして式 (6・52)

を用いて更新される．

以上をまとめるとパーティクルフィルタは一般に図 6・1のように更新される．

（4）パーティクルフィルタの実装

次に，EKF(あるいは UKF)によって提案分布が逐次更新されるパーティクルフィルタの計

算手順を示す 5),6)．

∗ これは Bootstrapfilter や Condensation algorithmに当たる．
† P{x(i)

k = x( j)
k } = W( j)

k はリサンプリングしたパーティクル x(i)
k が x(i)

k = x( j)
k となる確率が W( j)

k であるこ
とを意味する．リサンプリング法としては Sampling-Importance Resampling (SIR)法が広く用いられてい
る．
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}

}

{x(i)

{x ,(i) w_ (i)

{x ,(i) w(i)
_

{x , N   }(i)
k-1

k-1 k-1

k

k k

Draw fromx(i)
k-1

Importance weights

Multiply/Suppress

Importance weights

Draw fromx(i)
k

xk-1|k-1
^

x̂ k|k

)(q

w(i)
k-1

w(i)
k

x | ( j)
k-1 k-2

-1

, N   }-1

( p(x    |Y   ) )k-1 k-1

( p(x  |Y  ) )k k

( p(x  |Y   ) )k k-1

( p(x    |Y   ) )k-1 k-2x , yk-1

)(q x | ( j)
k k-1x , yk

s

s

)p( x k-1|yk-1
(i)

p( x k )|yk
(i)

likelihood

likelihood

図 6・1 パーティクルフィルタの一般的な更新過程.

[拡張カルマン (あるいはアンセンテッドカルマン)パーティクルフィルタ]

1.フィルタの初期化 (k = 0)

• For i = 1, . . . ,Ns

-事前確率密度関数 p(x0) に従って各パーティクルの初期状態 x(i)
0 をサンプリングし,

EKF (あるいは UKF)を初期化する.

2.フィルタの実行

• Fork = 1,2, . . .

2.1)重点サンプリング
• For i = 1, . . . ,Ns

- x̄(i)
k−1 = x(i)

k−1, Σ̄
(i)
k−1 = Σ

(i)
k−1 とし, F(i)

k , G(i)
k , H (i)

k を計算した後, EKF (あるいは

UKF)によって x̄(i)
k , Σ̄

(i)
k を更新し,提案分布 N(xk; x̄(i)

k , Σ̄
(i)
k )を求める.

-パーティクル x(i)
k を生成する ( x(i)

k ∼ N(xk; x̄(i)
k , Σ̄

(i)
k ) )．

-正規化重要度重みを計算する (W(i)
k = W̃(i)

k /Ns).

W(i)
k =

W̃(i)
k∑Ns

j=1 W̃( j)
k

, W̃(i)
k =

p(yk|x(i)
k )p(x(i)

k |x(i)
k−1)

N(x(i)
k ; x̄(i)

k , Σ̄
(i)
k )

2.2)状態の推定
- x(i)

k とW(i)
k を用いて状態の推定値 x̂k|k を求める.

x̂k|k =

Ns∑

i=1

W(i)
k x(i)

k

2.3)パーティクルのリサンプリング
- 重要度重みに基づいてパーティクルの増殖と削減を行い，Ns 個のリサンプルパー

ティクル (x(i)
k ,Σ

(i)
k )を生成する.
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一般に，EKF提案分布と比べて UKF提案分布はパーティクルフィルタの推定性能を劇的

に改善できるが，計算量は大幅に増大する．
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■1群 -- 5編 -- 6章

6--3 H∞フィルタ
（執筆者：鷹羽浄嗣）［2009年 9 月受領］

カルマンフィルタは，外乱及び観測雑音の統計的性質（ガウス白色性，分散及び平均値）が

既知の場合に最小誤差分散の意味で最適な状態推定値を与える．しかし，実際のシステムで

はこれらの事前情報が正確に分かっていることはまれであり，ましてやガウス性や白色性が

成立していることもない．この場合には，カルマンフィルタの最適性は保証されない．

外乱・観測雑音の不確かさを許容し，何らかの誤差評価規範の下で推定精度を保証しよう

とする試みは古くから多く報告されてきたが，1980年代以降 H∞ 制御理論の研究が発展し
たことに伴い，信号処理の分野でも H∞ 評価規範に基づく状態推定法が H∞ フィルタ（H∞

filter）として提案された1, 2, 3)．H∞ フィルタの基本的な考え方は，外乱及び観測雑音をエネ
ルギー有界な確定的信号とみなし，最悪ケースの推定精度を最適化するというミニマックス

最適化である．

6--3--1 H∞ フィルタリング問題
つぎの離散時間線形システムを考える（図 6・2）．

xk+1 = Fkxk + Gkwk (6・55)

yk = Hkxk + vk (6・56)

zk = Lkxk (6・57)

w

xk+1 Fkxk Gkwk

x

y

ν

z
e

Lk

Hk H

z
^

図 6・2 H∞ フィルタリング問題

ここに，xk ∈ Rn, yk ∈ Rp及び zk ∈ Rq は，それぞれ時刻 kにおける状態ベクトル，観測出力

及び推定すべき未知出力である．wk ∈ Rm, vk ∈ Rpはそれぞれ外乱と観測雑音を表す．また，

観測値 Yl := {y0, y1, · · · , yl}に基づく xk の推定値を x̂k|l , zk の推定値を zk|l とする．
上記の線形システムに対して，H∞ 誤差評価規範（H∞ error criterion）は次式で与えられる．

【有限時間区間 H∞ 誤差評価規範】

J := sup
w,v,x0

∑N
k=0

∥∥∥zk − ẑk|l
∥∥∥2

∑N
k=0

(‖wk‖2 + ‖vk‖2) + (x0 − x̄0)TΠ−1(x0 − x̄0)
< γ2 (6・58)

【無限時間区間 H∞ 誤差評価規範】

J := sup
w,v

∑∞
k=0

∥∥∥zk − ẑk|l
∥∥∥2

∑∞
k=0

(‖wk‖2 + ‖vk‖2) < γ
2 (6・59)
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ここで，正定数 γ は設計者が与えるパラメータであり，所望の推定精度を表す．正定値対称

行列 Πは重み行列であり，x̄0は初期状態の基準値を表す．また，外乱 w及び観測雑音 vは，

エネルギー有界，すなわち
∑

k ‖wk‖2 < +∞ かつ ∑
k ‖vk‖2 < +∞なる確定的信号と仮定して

いる．

線形時不変システム（Fk, Gk, Hk, Lk が定数行列）の場合，外生信号 ξk := (wk, vk)から推

定誤差 ek := zk − ẑk|l までの伝達関数行列を Teξ(z)とすると，パーセバルの等式により無限時

間区間 H∞ 誤差評価規範 (6・59)は Teξ(z)の H∞ ノルム

‖Teξ‖∞ := sup
|λ|>1

σ̄
(
Teξ(λ)

)
= sup

ω∈[0,2π)
σ̄

(
Teξ(e

jω)
)

（σ̄: 最大特異値）

を指定されたレベル γよりも小さくすることにほかならない（J = ‖Teξ‖2∞）．これが H∞ フィ
ルタの名称の由来である．このことは，周波数領域における H∞ フィルタリング問題の解釈
を与えている．すなわち，H∞ フィルタは，すべての周波数において外生信号 ξに対する推定

誤差 eのゲインを γ未満にするフィルタである．これに対して，定常カルマンフィルタ（H2

最適フィルタ）は，Teξ(z)の H2ノルム ‖Teξ‖2 = (
∫ 2π

0
Tr[Teξ(ejω)∗Teξ(ejω)]dω)1/2を最小にす

るフィルタであり，Teξ(ejω) の周波数応答ゲインの二乗積分を最小化していることに対応し

ている．

ω

Teξ   

σ
T
e
ξ

( 
  

  
 )

( 
  

  
  

  
  

  
  

)
e
j ω

図 6・3 Teξ(z)の周波数応答ゲイン（σ-プロット）

6--3--2 H∞ フィルタアルゴリズム
以下では，濾波型（l = k）及び 1段予測型（l = k− 1）の H∞ フィルタアルゴリズムを与
える．そのためにまず有限時間区間 H∞ 誤差評価規範に関連するミニマックス推定問題を定
式化する．

式 (6・58)の左辺の分母を払うと，H∞ 誤差評価規範は

sup
w,v, x0

V(w, v, x0; ẑ)< 0

V(w,v, x0, ẑ) =

N∑

k=0

‖zk − ẑk|l‖2− γ2


N∑

k=0

(‖wk‖2 + ‖vk‖2) + (x0 − x̄0)TΠ−1(x0 − x̄0)



と書き表される．したがって，H∞ フィルタリング問題は
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V∗ := min
ẑ

max
w,v,x0

V(w, v, x0; ẑ) (6・60)

なるミニマックス推定問題（minimax estimation problem）に帰着される．ここに，(w,v, x0)

及び ẑはそれぞれ V を最大化，最小化しようとするプレーヤである．

観測方程式 (6・56)より vk = yk − Hkxk であるから，vk による最大化は yk による最大化に

置き換えることができる．すなわち，式 (6・60)のミニマックス問題は

V∗ := min
ẑ

max
w,y,x0

V(w, y, x0; ẑ) (6・61)

V(w,y, x0; ẑ) =

N∑

k=0

‖Lkxk − ẑk|l‖2

　　　　　　　 − γ2


N∑

k=0

(‖wk‖2+ ‖Hkxk − yk‖2) + (x0 − x̄0)TΠ−1(x0 − x̄0)



と等価である．

つぎに，フィルタが利用可能な情報に基づいて，ミニマックス最適化の順序を調べよう．

• 濾波型と 1段予測型のいずれのフィルタリング問題においても外乱 wと初期状態 x0

は観測不可能である．したがって，最初に w0, . . . ,wN, x0に関する最大化を行う．

• 濾波型フィルタリング問題で，時刻 kにおいて ẑk|kは Yk = {y0, . . . , yk}を利用可能であ
るから，ẑk|k による最小化は yk による最大化の直前に実行する．

• 1段予測型フィルタリング問題では，時刻 kにおいて ẑk|k−1は Yk−1 = {y0, . . . , yk−1}の
み利用可能であるから，ẑk|k−1による最小化は yk−1 による最大化の前でかつ yk による

最大化の後に実行する．

以上の条件に基づいて，式 (6・61)のミニマックス最適化の順序は，濾波型フィルタ及び 1段

予測型フィルタの場合，それぞれ以下のとおりになる．

【濾波型ミニマックス推定問題】

V∗ = max
y0

min
ẑ0|0

(max
y1

min
ẑ1|1

(· · ·max
yN−1

min
ẑN−1|N−1

(max
yN

min
ẑN|N

( max
w0,...,wN ,x0

V(w, y, x0; ẑ) )) · · · ))

【1段予測型ミニマックス推定問題】

V∗ = min
ẑ0|−1

max
y0

(min
ẑ1|0

max
y1

(· · · min
ẑN−1|N−2

max
yN−1

(min
ẑN|N−1

max
yN

( max
w0,...,wN ,x0

V(w, y, x0; ẑ) ))· · · ))

これらのミニマックス推定問題の可解条件及び対応する H∞ フィルタアルゴリズムは，以
下に示す定理 1にまとめられる．スペースの都合上省略するが，ミニマックス推定問題を解

く方法としては，ラグランジュ未定乗数法と平方完成を併用する方法2, 4)や不定計量空間上の

直交射影による方法5)などがあるので，適宜参照されたい．
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定理 1 （有限時間区間 H∞ フィルタアルゴリズム）
式 (6・55)–(6・57)の線形システムに対して Fk, k = 0, . . . ,N は正則であると仮定する．

（i）濾波型ミニマックス推定問題に一意解が存在するための必要十分条件は，H∞ 型リカッ
チ差分方程式（H∞ Riccati difference equation）

Pk+1 = FkPk[I + (HT
k Hk − γ−2LT

k Lk)Pk]
−1FT

k + GkG
T
k , P0 = Π (6・62)

の解 Pk が存在して，

Pk > 0 & γ2I − LkPk(I + HT
k HkPk)

−1LT
k > 0, k = 0, . . . ,N (6・63)

を満たすことである．このとき，最適な濾波型ミニマックスフィルタは次式で与えられ，V∗ = 0

が成立する．さらに，このフィルタは有限時間区間 H∞ 誤差評価規範 (6・58)を満足する．

x̂k+1|k = Fk x̂k|k, x̂0|−1 = x̄0 （時間更新） (6・64)

x̂k|k = x̂k|k−1 + Kk(yk − Hk x̂k|k−1) （観測更新） (6・65)

ẑk|k = Lk x̂k|k (6・66)

Kk = PkHT
k (I + HkPkHT

k )−1 （フィルタゲイン） (6・67)

（ii）1 段予測型ミニマックス推定問題の解が一意に存在するための必要十分条件は，H∞ 型
リカッチ差分方程式 (6・62)の解が存在して，

Pk > 0 & γ2I − LkPkLT
k > 0, k = 0, . . . ,N (6・68)

を満たすことである．このとき，最適な 1段予測型ミニマックスフィルタは

x̂k+1|k = Fk x̂k|k, x̂0|−1 = x̄0 （時間更新） (6・69)

x̂k|k = x̂k|k−1 + K̃k(yk − Hk x̂k|k−1) （観測更新） (6・70)

ẑk|k−1 = Lk x̂k|k−1 (6・71)

K̃k = P̃kHT
k (I + HkP̃kHT

k )−1 （フィルタゲイン） (6・72)

P̃k = Pk(I − γ−2LT
k LkPk)

−1 (6・73)

で与えられ，V∗ = 0が成り立つ．更に，この 1段予測型フィルタは H∞ 誤差評価規範 (6・58)

を満足する．

システム (6・55)-(6・57)が線形時不変システムの場合に対して，無限時間区間 H∞ フィル
タリング問題を考える．この場合，H∞ フィルタアルゴリズムは，初期条件 P0 = 0の下で

N→ +∞としたときのリカッチ差分方程式 (6・62)の定常解 Pを用いて以下のように構成さ

れる．
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定理 2 （無限時間区間 H∞ フィルタアルゴリズム）
システム (6・55)-(6・57)において，Fk, Gk, Hk, Lkはそれぞれ適当な次元の定数行列 F, G, H, L

とする．更に，(F,G)は可安定かつ (H, F)は可検出であると仮定する．

（i）無限時間区間 H∞ 誤差評価規範 (6・59)を満たす濾波型フィルタが存在するための必要十

分条件は，H∞ 型代数リカッチ方程式（H∞ algebraic Riccati equation）

P = FP[I + (HT H − γ−2LT L)P]−1FT + GGT (6・74)

の安定化解 Pが存在して

P ≥ 0 & γ2I − LP(I + HT HP)−1LT > 0 (6・75)

を満たすことである．このとき，式 (6・59)を満たす濾波型 H∞ フィルタの一つは次式で与え
られる．

x̂k+1|k = Fx̂k|k （時間更新） (6・76)

x̂k|k = x̂k|k−1 + K(yk − Hx̂k|k−1) （観測更新） (6・77)

ẑk|k = Lx̂k|k (6・78)

K = PHT (I + HPHT )−1 （フィルタゲイン） (6・79)

（ii）式 (6・59)の H∞ 誤差評価規範を満たす 1段予測型フィルタが存在するための必要十分

条件は，H∞ 型代数リカッチ方程式 (6・74)の安定化解 Pが存在して，

P ≥ 0 & γ2I − LPLT > 0 (6・80)

を満たすことである．このとき，1段予測型 H∞ フィルタの一つは次式で与えられる．

x̂k+1|k = Fx̂k|k （時間更新） (6・81)

x̂k|k = x̂k|k−1 + K̃(yk − Hx̂k|k−1) （観測更新） (6・82)

ẑk|k−1 = Lx̂k|k−1 (6・83)

K̃ = P̃HT (I + HP̃HT )−1 （フィルタゲイン） (6・84)

P̃ = P(I − γ−2LT LP)−1 (6・85)

注 1 所期の H∞ 誤差評価規範を満足する H∞ フィルタは一意ではない．定理 1及び 2で与

えた H∞ フィルタは，“H ∞ フィルタリング問題の中心解” または “中心 H∞ フィルタ” と呼

ばれている．すべての H∞ フィルタのパラメトリゼーションは，有限時間区間フィルタの場
合は文献 3, 6)，無限時間区間フィルタの場合は文献7)で導出されている．

注 2 パラメータ γ を γ → ∞ とすると，式 (6・62),(6・74)はそれぞれカルマンフィルタ（外

乱及び雑音の分散は単位行列) に現れるリカッチ差分方程式及び代数リカッチ方程式に漸近

する．このため，γ → ∞のとき，中心 H∞ フィルタはカルマンフィルタと一致する．
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注 3 カルマンフィルタの場合と異なり，リカッチ方程式 (6・63),(6・68)の解 Pk, Pの存在は，

パラメータ γの値に依存する．このため，所期の H∞ 推定性能をもつ H∞ フィルタの存在も
γ に依存する．すなわち，γが小さ過ぎると (6・58)または (6・59)を満たす H∞ フィルタは
存在しない．逆に，γ を十分大きく取れば，H∞ フィルタの存在は保証されるが，上述のよ
うに中心 H∞ フィルタはカルマンフィルタに漸近する．

6--3--3 指数型二次誤差評価規範における最適性

ここでは，外生信号 (w, v)がガウス白色雑音である場合の H∞ フィルタの確率的な最適性
を議論する8, 9)．

定理 3 式 (6・55)–(6・57)の線形離散時間システムを考える．ただし，初期状態 x0 は平均 x̄0

共分散 Πのガウス分布に従い，w, vは次式を満足するガウス白色雑音であると仮定する．

E{wk} = 0, E{vk} = 0, E




wk

vk


[
wT

l vT
l

] =


I 0

0 I

 δkl, k, l = 0,1,2, . . .

ここに，Eは期待値を表し，δkl はクロネッカーのデルタである．

このとき，指数型二次誤差評価規範（exponential-quadratic error criterion）

JEQ = E

exp

γ−2
N∑

k=0

‖zk − ẑk|l‖2



を最小化するフィルタリング問題は，式 (6・60)のミニマックス推定問題と等価である．した

がって，定理 1の中心 H∞ フィルタは JEQに関して最適である．

濾波型フィルタリングの場合に対して，上の定理が成り立つことを示す．

ガウス白色性の仮定より，w, v, x0 の結合確率密度関数 f は

f (w,v, x0) = c · exp

−
N∑

k=0

(‖wk‖2 + ‖vk‖2) − (x0 − x̄0)TΠ−1(x0 − x̄0)



で与えられる．ここに cは正規化のための正定数である．これを JEQに代入することにより

JEQ =

∫

Rp(N+1)

∫

Rm(N+1)

∫

Rn
exp

γ−2
N∑

k=0

‖zk − ẑk|l‖2
 f (w,v, x0) dx0 dw dv

=

∫

Rp(N+1)

∫

Rm(N+1)

∫

Rn
exp

(
γ−2V(w, v, x0; ẑ)

)
dx0 dw dv

を得る．ここで，前節と同様にフィルタが利用可能な情報の構造を考えると，JEQの最小化

は，次式のようになる.

min
ẑ

JEQ =

c
∫

Rp
min
ẑ0|0

[∫

Rp
min
ẑ1|1

[
· · ·

[∫

Rp
min
ẑN|N

[∫

Rm(N+1)

∫

Rn
exp(γ−2V)dx0dw

]
dvN

]
· · ·

]
dv1

]
dv0
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ここで，∂2Z(x)/∂x∂xT < 0なる連続関数 Z : Rn → Rに対して
∫

Rn
exp(Z(x))dx = const· exp

{
max

x
Z(x)

}
(const:適当な正定数)

が成り立つことが知られている10)．この公式を minẑ JEQに適用し，指数関数の単調増加性に

着目すれば，

min
ẑ

JEQ = const· exp

{
max

v0

min
ẑ0|0

(· · · ( max
vN

min
ẑN|N

( max
w, x0

(γ−2V)) · · · )
}

(6・86)

を得る．上式よりミニマックス推定問題 (6・60)と指数型二次誤差評価最適推定問題は等価であ

ることが分かる．したがって，ミニマックス推定問題の解である H∞ フィルタ (6・64)–(6・66)

は，指数型二次誤差評価 JEQに関して最適である．

6--3--4 線形回帰モデルへの適用－ LMS アルゴリズムとの関連 5)

線形回帰モデル

yk = ϕT
k θ + vk, k = 0,1,2, . . . ,N (6・87)

に対するパラメータ推定を考える．ここで，θ ∈ Rn は未知パラメータであり，vk は観測雑音

である．問題は，観測データ (yk, ϕk), k = 0, 1, . . . ,N からパラメータ θ を逐次推定すること

である．なお，N は十分に大きく，かつ，持続的励振条件

lim
N→∞

1
N

N∑

k=0

ϕkϕ
T
k > 0 (6・88)

が成り立っていると仮定する．ここで，状態方程式

θk+1 = θk, θ0 = θ (6・89)

を導入し，H∞ 誤差評価規範

sup
x0,v

∑N
k=0 ‖yk − ŷk‖2∑N

k=0 ‖vk‖2 + µ−1‖θ0 − θ̄0‖2
< γ2, µ > 0 (6・90)

のもとでパラメータ推定値 θ̂を求めることを考える．このパラメータ推定問題は，6-5-1節の

H∞ フィルタリング問題で，xk = θk, zk = yk, Fk = I , Gk = 0, Hk = Lk = ϕT
k , x̄0 = θ̄0, Π = µI

とおいたものに相当する．この問題に 1段予測型 H∞ フィルタアルゴリズム（定理 1(ii)）を

適用すれば，逐次最小二乗推定とよく似た次の逐次推定アルゴリズムを得る．

θ̂k+1 = θ̂k + Kk(yk − ϕT
k θ̂k), θ̂0 = θ̄0 (6・91)

Kk = Pkϕk/(1 + ϕT
k Pkϕk) (6・92)

Pk+1 = Pk[I + (1− γ−2)ϕkϕ
T
k Pk]

−1, P0 = µI (6・93)
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ここで，Qk := P−1
k とおけば，式 (6・93)は

Qk+1 = Qk + (1− γ−2)ϕkϕ
T
k , Q0 = µ−1I (6・94)

となる．また，式 (6・68)に相当する条件は次式となる．

Qk − γ−2ϕkϕ
T
k > 0, k = 0, 1, . . . ,N (6・95)

式 (6・94)を解くと Qk = µ−1I + (1− γ−2)
∑k−1

i=0 ϕiϕ
T
i を得る．γ < 1のとき 1− γ−2 < 0で

あるから，持続励振条件 (6・88)と N � 1のもとで QN は正定値でなくなる．よって，γ ≥ 1

でなければならない．

ここで，γ = 1とおく．Qk ≡ µ−1I となることに注意すれば，

0 < µ <

(
sup

k
‖ϕk‖2

)−1

(6・96)

のもとで Qk − γ−2ϕkϕ
T
k = µ−1I − ϕkϕ

T
k > 0となり，式 (6・95)が成立つことが分かる．よっ

て，式 (6・96)のように µ を選べば，達成可能な H∞ 推定性能 γ の最適値は γ = 1である．

更にこのとき，Pk ≡ µI 及び Kk = µϕk となり，上述の逐次推定アルゴリズムは

θ̂k+1 = θ̂k + µϕk(yk − ϕT
k θ̂k), θ̂0 = θ̄0 (6・97)

となる．これは従来より信号処理の分野で広く用いられている学習率 µの LMSアルゴリズ

ムにほかならない．したがって，LMSアルゴリズムは式 (6・96)の条件のもとで H∞ 誤差評
価規範の意味で最適であることが示された．このことは，LMSアルゴリズムの有用性を理論

的に裏づけている．
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